CPT, 6952 Canobbio Calcolo letterale Basi di matematica per la MPT

B) Calcolo letterale

In questo capitolo verranno trattati i seguenti arggmenti:
* Regole di scrittura e terminologia dell’algebrar{ahile, costante, espressione,
somma algebrica, monomio, polinomio, ...)
» Operazioni algebriche di base con monomi e polin@eyole di addizione,
sottrazione, moltiplicazione, divisione, elevazi@potenza applicando le proprieta
commutativa, associativa, distributiva)

* Prodotti notevoli (moltiplicazione tra polinomitfarizzazione)

* Scomposizione in fattori (scomposizione di polinanadiante le tecniche di messa
in evidenza, raccoglimenti parziali, uso dei pradadtevoli, trinomio tipico)

» Frazioni algebriche (semplificazioni, operazionnde frazioni algebriche, frazioni a
termini frazionari, razionalizzazione dei denomargt

* Terminologia e regole di risoluzione delle equaz{oguaglianza, equazione,
identita, principio della bilancia)

* Equazioni intere

* Equazioni fratte (condizioni di esistenza)

» Equazioni letterali (formule)

» Sistemi di equazioni (metodi di risoluzione)

* Risoluzione di problemi (messa in equazione: mate@ezione)
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1 Introduzione

Domanda introduttiva

Come si puo scrivere con simboli matematici cheebadi un trapezio € data dalla lunghezza
media delle sue basi (dette, rispettivamente, besgiore e base minore) moltiplicata per
l'altezza?

Il calcolo letterale (o calcolo algebrico) € unmstiento matematico che permette di generalizzare la
descrizione di situazioni reali utilizzando le éx#t (formule) che verrano sostituite da valori ntiohe
Per esempio, se vogliamo descrivere la relazianarea, base e altezza di un triangolo, scriveremo:

A=l

2

A partire da questa formula sara possibile caledfarea di qualsiasi triangolo: infatti, a dipendae dei
valori numerici di b (base) e h (altezza), bastesarire al posto delle lettere i valori numeribecci
interesseranno per calcolare l'area.

Per utilizzare correttamente il linguaggio letterélnecessario fissare alcune regole.

Regole di scrittura Spiegazioni

axb=alb=ab=ab Il segno x viene sostituito con il punto. Se nosaio ambiguita anche il
punto o lo spazio possono essere tralasciati.

a - R . . C
a: bz% :E La divisione puo essere scritta nei modi indicati.

Normalmente la scrittura utilizzata & quella a dedn alcuni casi bisogna
ricordarsi di quanto sta scritto a sinistra, pemagio nel calcolo con le

5)la=-5 potenze:- a2 = (-5)[&2,
da non confondere coff- Ea)z = [(_5) @]2 = (-5)2 @2 = 2%@2.
Oppure: (-x)? = [(-) X] 2= (-1)? &% = x2.

Il coefficiente numerico indica quante volte viene effettuateofamadella

nla=at+a+at...(n volte) lettera indicata, per esempita=a; 2a=a+a, J=a+a+a.

Il valore dell’esponente indica quante volte viene effettuata la
a" = dlaal..(n volte) moltiplicazione della lettera indicata, per esempio:

al:a; a’ = ala; a’= dua.
Normalmente si utilizza la scrittura a sinistra. In determioggrazioni pud
essere utile ricordare le altre tre forme. Per esempio:

1 1 1 241 3
a 1) a@2 =al@? =a1+2 —a2'2 =32
a:m=a1=E 11
nyb-b_1g_ 1
a a ba ab
1
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Nella tabella seguente vengono riassunti i termini usati comuriemelfambito del calcolo letterale.
L’intenzione é quella di presentare in modo compatto il vocalbalg utilizzato nelle scuole precedenti e
che si incontrera anche nei prossimi capitoli:

Terminologia Significato Esempi

lettera che pud assumeti@ersi valori (pud

variabile rappresentare qualsiasi elemento di un dato ab,cm,...[O R) oppure &IN
insieme)
lettera che sostituisce walore fisso(puo
costante rappresentare un singolo elemento di un m(=314..)
insieme)
. L 5)(3 -1
espressione formata da una qualsiasi 2X -3y +1; .

espressione

: combinazione di numeri e lettere, connessi 4dxy +1
algebrica

tra loro da operazioni matematiche
P R2 /12 + h?

espressione algebrica formata da parti
somma algebrica | collegate tra loro mediante segni di 3 -2y +4z
addizione e/o sottrazione

uguaglianza tra due espressioni algebrich
le cui variabili possono assumere solo A
determinati valori 2
singolo elemento di una somma algebrica
costituito dasegno algebricocoefficientee
termine parte letterale; tra le lettere compaiono sol
moltiplicazioni e potenze (gli esponenti de|le
lettere sono numeri interi positivi)

D

equazione
algebrica

=B+b|]h

-2X; 6xy; 2%b°

o

termini simili termini con lastessa parte letterale 3xy; —2xy; 45xy

monomio sinonimo ditermine —-2X; 6xy; Ko

forma normale coefficienti e parti letterali corrispondenti
P P ~ 2P B2 = - S

monomio unificate (monomiaidotto)
binomio somma algebrica composta diae termini (@+b); (2x-3y)
polinomio somma algebrica gliit termini 32 -2x+6

forma normale . o 4.2 3,5 42 a2 35
polinomio polinomioridotto @b - AP’ + 2b =& -FAD

rado del il grado di un polinomio rispetto a una 2 . . o
golinomio lettera & il maggiore degli esponenti rispetto X~ ~2X+6 € un polinomio in x,
P a tale lettera di 2. grado
6xy =5z+2y

uguaglianza caratterizzata dal seguente simbolo: = ST
x = 3 si puo scrivere: 3 = x

uguaglianza con soluzioni determinate (le

equazione soluzioni si chiamano anchedici, ossia x2-x=3x =x;=0,x,=4
valori che verificano I'equazione)
uguaglianza per la quale € possibile
identita sostituire I'incognita con qualsiasi valore (x +1)2 =x%2+2x+1 =x0OR
(corrisponde a un’equazione indeterminata)
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Esempio:

Polinomio di 4 grado nella variabile x:

Grado del polinomio Parte letteral del termin
Coefficiente @}@/ 6X 2 +5
dominante

Monomio o termine | Coefficiente del termin:

Forma generale di un polinomio in x:

n
P(x) =a, X" +ang X" L +a,, X" 2+, +a, X2 +a X +a, | Oppure:P(x) = Y a X~
k=0

Esempio:
P(x) =x3-2x?+5x -6

e Grado del polinomio: 3
e Coefficiente dominanteza= 1

Soluzione

Come si puo scrivere con simboli matematici che I'areandiapezio € data dalla lunghezza
media delle sue basi (dette, rispettivamente, base maggiase ertinore) moltiplicata per
l'altezza?

B+b
Nel modo seguenteA =T th
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2 Operazioni algebriche di base

Situazione introduttiva

Una piazza & composta da quattro triangoli uguali, di cui hoon®scono le dimensioni, ma
unicamente le lettere che rappresentano le basi e le altezssi@®ira quindi esprimere la
formula della superficie totale della piazza utilizzando le lettepesto dei numeri:

b b
Vediamo subito la soluzione:

bCh bCh brh o]H)

Atot = Atriangolo ™ Atriangolo T Atriangolo* Atriangolo = | —5— | *| —— |t — | *| ——
2 2 2 2

Semplifichiamo la nostra formula:

blh blh bh bt bh) 4
At =| — [+| — |+| — |+| — | =40l— | ==[bh)=20bh)= 2bh
s (2](2N2N2j Eﬁz] 2 (o1h)=2({erm)
Queste trasformazioni rappresentano un’applicazione dealleagebrico con i monomi.

La conoscenza delle operazioni con monomi e polinomi permagtigoluzione delle equazioni che sono

una delle principali applicazioni del calcolo algebrico.

2.1  Operazioni con monomi

Operazione algebrica Esempi

Riduzione &orma normale. — 2 %2 = - I3AE2 b2 e = -6@t2 H23 = - @3p°

Per eseguire laommadi monomi

(la sottrazione non & nientaltro %ab+ 6= non possono essere sommati (i termini non sono simili)

che la somma di termini opposti) ginvece:
necessario che i termini siano 482 - &2b+ 6a2b = 2°b
simili.

La moltiplicazione tra monomi
viene effettuata utilizzando le

proprieta commutativa e - 2y@x®y Bxy? = - 2B Xy [y 2 = 24X 2 g2 = 4¢3y 4

associativa della moltiplicazione ¢
le proprieta delle potenze.

La divisione tra monomi &

possibile solo se il risultato —8m3r? 14mn= (-8n° ?): (4 [h) =

soddisfa la definizione di

monomio, ossia il risultato deve | = -8:4)0m° :m)(n? :n) = -2** h?™ = -2m*n
essere costituito da un termine corinvece:

unsegno algebricpun —8m3r - 4mn3 = (-8 3 th) (40 Dh3) —
coefficientee unaparte letterale:

tra le lettere compaiono solo = 8:4m* :m)n®:n%) = 2m* ¥ 3 =-2m*n !
moltiplicazioni e potenze (gli il risultato non & un monomio

esponenti delle lettere sono numer{le potenze della parte letterale devono essere numeraliptur
naturali positivi).

Per effettuaréelevazione a
potenzaapplicare le proprieta (— 2a2b3)2: (— 20a° Eb?’)z: (-2)2 Ma?)? [b%)? = 4?2 132 = 4"
delle potenze.
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2.2 Operazioni con i polinomi:

Ricordiamo le principali operazioni con i polinomi:

Operazioni algebriche Esempi

Riduzione dorma normale. &% - 3° + 2%?% = &2 - 2D°

Per eseguire laommaalgebrica di 2 2
polinomi si raggruppano i termini simili, (2x“+7x=5)+(3x“ -11x +8) =

in base alla proprieta commutativae | — (2x2 + 3x2)+ (7x —11X) + (-5+8) = Ex2 — Ax +3
associativa.

- (3x2 -4x+5) = -3x?+4x-5. Eccola spiegazione:
Sottrazione di una somma algebrica | — (3x2 —4x +5) = (-1)[(3x% —4x +5) =

€ D0 )~ €D+ CDIE) = -3 +4x -5

4_g,2 2 (4 _ey2 2 4 _g 2 _
Permoltiplicare fra loro i polinomi si fa (X7 =5x%+ N3 +2) = (x" =5x“+ 7)) + (X" —5x" + )2 =

uso della proprieta distributiva e =3x8 —15x% + 21x%) + (2x* —10x° +14) =
associativa della moltiplicazione 6 4 2
unitamente alle proprieta delle potenze. =3~ ~13" +11x* +14

La divisione tra polinomi viene (12y3 - 38y + 36¢ + 42) : (8 + 2y) =

effettuata con lo stesso principio della| Dapprima si devono riscrivere i polinomi con le potenze della
divisione numerica, che ricordiamo con variabile in ordine decrescente (inoltre si potrebbe sempkfipar
I'esempio seguente: 2):

(12y3+ 36y2- 38y + 42) : (2y + 8) =

In seguito si procede nel modo seguente:

6M 24 = 28
) (12 +36 —38y +42) : (2y+8) = 6yY-6y+5
______ — (12 +48y)
- (192 0 —-12¢% —-38y +42
------ -y
Resto 7 @
0 10y +42
- (10y +40
------------- D
Verifica: . Resto : 0 2
28.24 +7 =679 Verifica:

(6y? —6y +5)[{2y +8) + 2= (L2y> +36y? —38y + 42)

L’elevazione a potenzgud essere

effettuata applicando le regole della
moltiplicazione. Oppure (vedi paragrafp (3x +2)% = (3x + 2)[{3x + 2) =9x2 + 6x + 6x + 4 =9x2 +12x + 4
seguente: “i prodotti notevoli”), si
possono utilizzare altre tecniche.
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Calcolo letterale

Prodotti notevoli

Situazione introduttiva

1) Come risolvere direttamente, senza applicare la ptémﬁsatributiva,(Sx + 2)2 ?

S e _a’-b?
2) Come si puo semplificare la seguente frazierer—— ?
a_

Alcuni prodotti tra polinomi si presentano molto frequentementede di effettuare ogni volta la
moltiplicazione applicando le proprieta distributiva e associatiyayéigiungere pit velocemente al
risultato se si conoscono i seguemtidotti notevoli (identita):

1) @+ b)a-b)=a’-b?

2) @+b)? =a% + 2b+b?

3 @-h)?=a’- 2ab+b?

4) @@+ b)@% -ab+b%) =as +p°
5) @- b)@° +ab+b?) =a® -b°
6) @+hb)® =a%+ 3’b+ A’ +b°
7 @-b)=a%- 3’b+ 2’ -p°

Ricordiamo che le lettere a e b sono lettere qualsiasi. Essetteno di generalizzare i prodotti notevoli
sostituendo lettere, numeri o espressioni. In effetti i prodotévoli potrebbero essere descritti anche con
simboli qualsiasi. Per esempio, il prodotto notevole 1) divebtes:

(A+0)fn-0)=n2-02.

E’'molto importante saper passare da una forma all'almrarfsa algebrica~ prodotto). Queste operazioni
sono chiamateviluppo di un prodotto, rispettivamentettorizzazione di una somma algebrica.

Prodotto notevole esp':oor:?naziale Somma algebrica
@+ b){a+b) = @+b)? = a’+ 2b+b?
(a- b @-b) - | @n? |- a% — Zab+ b2

@+ bda+b)da+b) | = @+b)® = | a3+ b+ AP +b°

@-bl@-b)i@-b) | = @-b® | = | @2+ 2R -1°
@+b)yl@-h) = impossibile = a?-b®

@+ b)a® —ab+b?) impossibile as+b3

@- b)[{a® +ab+b?) impossibile a3 -p3
impossibile impossibile a2 +b?

Prodotto notevole H ﬁl.llﬂ)ﬁf N Somma algebrica

~BHEEMD
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Attenzione: a2 +b? non si puo fattorizzare! In ogni cass +b? # (a+ b)2

| prodotti notevoli possono essere dimostrati eseguendoltiplicazione e semplificando i risultati,
oppure in modo geometrico come indicato nell’esempio séguen

La superficie totale di un quadrato di lato (a + b) vale:

A=(a+b)a+b)=(@+H 1)

ma corrisponde anche alla somma delle 4 aree parziali:

A=Z+P+ab+ab=&+2ab+P 2

Di conseguenza:
1)=2):(a+bf=a+2ab+8

Ecco alcuni esempi:

a) (Bx-2y)(3x+2y) = (3X)* - (2y)*> =9x* - 4y?

b) (7x*+3y®)?= (7x?)? + 2(7x* [By®) + (3y®)? = 49x* + 42x%y® + 9y°
¢ [(Ba-2)+b](Ga-2)-b] = (3a-2)? —b? =9a2 —12ab + 4—b?
d) (xX'-D)=("-D0x*+1) =(x-1) Qx+1) {x* +1)

Soluzioni

1)  (3x+2)? & un'espressione del tipga+b)? =a® + 2ab+b?, quindi:
(3x +2)? = (3x)? + 2f3x) {2) + (2)? = 9x2 +12x + 4

2) a? -b? (a+b)ifa-b) —a+b

a-b a-b
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4 Scomposizione in fattori

Situazioni introduttive

Come ritrovare i prodotti che danno la somma indicata?

1) 9x%+12x+4="? 2) x%-2x+1=7?
Come semplificare le seguenti frazioni:
2 2
3) b+2b=? 2) a‘— 2ab+b -7
a+b a-b

Calcolare le soluzioni della seguente equazione: >5§ +2x2-x-2=0 = x=?

Quando due o piu espressioni algebriche sono moltiplicatk foeo, ciascuna di esse prende il nome di
fattore. Spesso, trattando prodotti gia sviluppati (cioé delle sommeragepsi ha la necessita di
individuare i fattori originali, per esempio per semplificara fnazione o per risolvere un’equazione. Il
processo utilizzato nella ricerca di tali fattori viene dettomposizione in fattori(fattorizzazione). Si
tratta del procedimento inverso dello sviluppo di un polinomio.

Vediamo alcune tecniche di scomposizione in fattori:

Tecniche di scomposizione Esempi

1) Raccoglimento a fattore comune G+ Zb= 2(3+b
(messa in evidenzp 28( )

2) Raccoglimento parziale ax+ay-bx—-by=a(x+y)-b(x+y)=(X+y)@-b)

3) Scomposizione tramite i prodotti notevoli

4 _4_ 2 _ 2 _ _ 2
(vedi paragrafo precedente) 81" -1= (%" - D" +1) = (- H(D+ (" +1)

. L [ prodott%
4) Trinomio tipico:

(x +8) [x +b) =x? + (a+b) x + alb x2-x-6=(x-3)[(x+2)

somm
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Soluzioni

1) 9x2+12x+4 & del tipo:a® + 2ab+b? = (a+b)?, quindi: 9x? +12x + 4= (3x +2)?

2) x?-2x+1 & del tipo:a® - 2ab+b? =(a—b)2, quindi: x? - 2x +1=(x—1)2
2_ 2 _m2

251+Z):2(a+b):2 2) a“— 2ab+b =(a b) —a
a+b a+b a-b a-b

5) x3+2x2-x-2=0 = x2(x+2)-(x+2)=0 = (x+2)(x>-1)=0

Da cui si ricavano le tre soluzionix +2)(x +)(x-1) =0 = x=-2x=-Lx=1

3) b
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5 Frazioni algebriche

Situazioni introduttive

Risolvere le seguenti operazioni con le fraziogehkiche:

2 _ _ 2
a) x“ -1 . b) cd-c -5 0 1
X2 -3x+2 c?~d? x-1

i:?
x+1 2

Una frazione algebrica & una frazione cha ha d@@ui al numeratore e/o al denominatore. Il potimo

al denominator@on puo essere uguale a. Per esempio:

2x+3
x-5

0). In questo caso si dice che la frazione ha comnelizioni di esistenzgo anchecondizioni iniziali o

valori eccezional) C.E.: x# 5. E’possibilesemplificare le frazioni algebriche soltanto se al numeratore e

al denominatore si possono evidenziare dei fatmmiuni.

non ammette che al posto della variabile x si @@sserire il numero 5 (impossibile dividere per

Regola Esempi
y 2_28_a
8 214 4
%:E 2) 2X_4:2(X_2):)(—2
gk ¢ 2 2
3 a’-b? _ (@+bda-b) a-b
(a+b? @+bhath) " a+b

Il fattore comune k puod rappresentaréintera espressione numericaun’espressione algebricappure
unnumero. In tutti i casi:k # 0!

La frazione semplificata il piu possibile si digdatta aiminimi termini .

L'operazione inversa si dicmplificazione (serve, per esempio, per determinare i denominesonuni
nel caso di una somma di frazioni).
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5.1  Operazioni con le frazioni algebriche
Operazione Regole Esempi
b r_p+r 1+§=ﬂ (CE.: a%0)
addizione 49 d a a4
p,r_ps,rg_pstrq | 1, 2, 1 _1+(EAR2+U3_0 p.png
2+X 3-2X _ (2+x)-(3-2x) _2+x—-3+2x _3x-1
m m m m m
pP_r_p-r (CE:m=#0)
sottrazione a9 ¢ X+1 x-1_ (x+1)?-(x-1> _ x®+2x+1-(x*-2x+1) _
P_r_ps_rqg_ps-rq | x-1 x+1 (x-D{x+1) x2-1
g s gs gs gs 2 _y2 _
S raxloxt Rl X (cE: xz))
x°-1 x“ -1
3 12
“@=" (CE: dz
b _pr dm g (CE: dz0)
moltiplicazione @ a3_b3: a’+ab+b® _ (a- b)(a2+ab+b2)D @-b? _
Pg_pr a-b  a?- 2ab+b? a-b a’ +ab+b?
9s @S =@-b)2 (CE: a#zh)
6 6 _3
—:2=—=— (CE: b#0
p.,._P 62 2 b )
N a o t4-16 4+¢® _(2-4(*+4) [1-2) -4 _
divisione P.r_PE_ps (t-2P@ t-2 (t-2%  4+t2 t-2
qgs qr gr -
(2072 s (cE: t22)
t-2
5.2  Frazioni algebriche a termini frazionari

Una frazione algebrica che contiene al numerat@raledenominatore una o piu frazioni algebrichenei

chiamata frazione algebricaemini frazionari .

Regola Esempio
p 1
q_P.r_pPsS_ps 2-13_14_4_2
£ qs qgr qr § 24 23 6 3
S 4

B.12



CPT, 6952 Canobbio

Calcolo letterale

Basi di matematica per la MPT

5.3

1+1

Per esempic—2%- & una frazione algebrica a termini frazionari gssilve cosi:

w—1
X

Abbiamo: C.E.:x #0 inoltre: x—%iO:x#%:xzilzxiﬂ

X+1

I+ Ty _x+l_ x _

1

La soluzione é:
X —

X | X [

X

Razionalizzazione del denominatore

TY2-1 % x2-1 (x-D(x+1) x-1

Talvolta € piu facile trattare le frazioni contetieadicali se questi non compaiono al denominattbre
procedimento che permette di ottenere frazioni aeadicali al denominatore si dicazionalizzazione del
denominatore In pratica si procede nel modo seguente:

Vx-3_ (/x-39(/x-3) _x-6vx+9
Vx+3 (x+3(x-3  x-9

b)

’@l

1 1 3+¥x+ x)2_1+§/§+ %&)2

C) 1_§/;=1_§/; 1+§/;+§/;)2 B 1-x

——r~

La frazione viene amplificata pa@

La frazione viene amplificata utilizzando il
prodotto notevolefa+ b)({a—b) = a® -b?

La frazione viene amplificata utilizzando il
prodotto notevole

@- b)a’ +ab+b%) =as-p°

Soluzioni
2
a) xc-1 =(x—1)(x+1):x+1 (CE: x#2)
x2-3x+2 (x-J(x-2) x-2
b) cd—c2= c(d-c) IZ-I_—1= c(c—d) __¢c __ ¢ (CE: c#—d)
c2-d?2 (c-d)c+d) -1 (c-d)(-c-d) -c-d c+d
) 1 1 _ 1x+)  1x-1) _(x+Dh-(x-)_ 2 (CE: x#1)
x-1 x+1 (X-D(x+1) (x-D(x+1) (x-Hx+1) (x2-1 -
d) 4;X=4+X (honsi pudsemplificae!)
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Equazioni di primo grado

Situazioni introduttive

Risolvere le seguenti equazioni:

1) (2x+3)Bx-1)-9=15x2 - (3x - 2)(x - 2)

2) 1 _l :i
x(x-1) x x-1
3) 4 N 1 _5x-6

X+2 X-2 x2-4

Le equazioni consistono in un'uguaglianza tra dagessioni algebriche per la quale si cercanoarvdh
attribuire a una o piu lettere in modo tale chedsdfichino. Le equazioni daranno la possibilitaidolvere
i problemi che si incontreranno in ambito profensie e nei corsi di MPT.

Le equazioni possono essere classificate nel megigeste:

Denominazione:

Rispetto... . Esempi:
equazione ...
.. a 1l incognita X+5=6
... alnumero di incognite ... a 2 incognite x+y=10
.. a 3 incognite X+y+z=6
intera 2x+5=6x-3
... aitermini B . . - —
.. fratta o frazionarig X2+52;=0
ai coefficienti .. numerica Ix(x+2)=0
.. letterale Ax+2=5-2

... al tipo disoluzioni

.. determinata
.. indeterminata

X=6 = x=2
Ox=0 = x0OR

.. impossibile x2+1=x?> = non ci sono soluzioni
.. di primo grado 4x-2=0
.. di secondo grado x2 =9
.. di grado superiore x* +2x3 —x? = 2x
... all'operazioneindicata .. irrazionale \/; +2=4
dalfincognita .. esponenziale 2X =16
.. logaritmica log(x) =2
.. trigonometrica cos) =5
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Vediamo qui di seguito i principali termini utiliad nell’ambito delle equazioni:

Terminologia Definizione Esempi
22b+5=3x-4
Uguaglianza Caratterizzata dal simbolo: = oppure
6+3=5+4
Uguaglianza tra due espressioni (chiamate
membri dell’equazione) contenente una 2
I ) ) : X< =X =3X
Equazione variabile dettancognita (generalmente si
q utilizzano le ultime lettere dell'alfabeto: x, oppure
Yy, Z, ... oppure, meglio ancora, le lettere s=vit
corrispondenti alle grandezze in gioco).
Equazione contenente, oltre all'incognita,
Equazione letterale altre lettere che svolgono il ruolo di costanti ax+b=0

(generalmente si utilizzano le prime lettere
dell'alfabeto: a, b, c, ...).

Per risolvere (x + 1)(x—2) =0
Determinare tutte le soluzioni si uguaglia ciascun membro a 0:
dell'equazione. (x+1)=0dacux=-1
(x—2)=0dacux=2.

Risolvere un’equazione

. o o ) Soluzioni o radici dix? = 4 sono:
Valori numerici che sostituiti all'incognita Xx=2 e x=-2.

risolvono (si dice ancheverificano o
soddisfang I'equazione.

Soluzionio radici

dell’'equazione Infatti:

22=4 e (-2°=4

N H hY +
Quando l'incognita puo assumere solo X X 4; CE.:x#2
. determinati valori ma che perd non possonoXx -2 X-2

Soluzioni estranee . , , . _

essere accettati perché rendono I'equazion&x = x +4

iniziale impossibile. X = 2= soluzioneestranea
Equazioniequivalenti Equazioni che hanno la stessa soluzione. 2x 4X4=e8
Equazioni diprimo grado Equazioni che possono essere scritte nella ox—-4=0

(anche equazioni lineari) | forma: ax + b =0.

... determinata:
X assume solo determinati valori in un X+4=6=>x=2
determinato insieme numerico;

... Indeterminata: 2x +8

N . . X+4=—=0x=0
X puo assumere qualsiasi valore; 2
Equazione... ... impossibile:
X Non puo assumere nessun valore in un
determinato insieme numerico
(per esempio: 2x = 5 &€ un’equazione
impossibile iNN eZ ma é determinata iQ
eR: x=2,5).

X+4=X+6=>0x=2

Uguaglianza soddisfatta da qualsiasi

2_,2
sostituzione (equazione indeterminata). (x+1)7=x"+2x+1 =xUR

Identita
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Per risolvere un’equazione & necessemudare I'incognita (isolare significa lasciare I'incogaita sinistra o
a destra dell’'uguale, da sola). Si tratta quingirdicedere nel modo seguente: si parte dall’egnazio
iniziale e si individuano, in successione, equazéguivalenti in modo da giungere all'equazione che
presenta I'incognita isolata e uguagliata ad unmesgione priva dell'incognita stessa.

Si puod trasformare un’equazione in un'altra ad esgavalente considerandapitincipio della “bilancia”
(due membri di un’equazione sono paragonabili atexauto di due piatti di una bilancia che rimane in
equilibrio se I'operazione che si fa da una patsi fa anche dall’altra). Per esempio & possibile:

1) addizionare o sottrarre la stessa quantita ad ammeonbri dell’equazione;

2) moltiplicare o dividere i membri dell’'equazione perstessa quantita diversa dd
0;

3) semplificare uno o entrambi i membri dell’equazipne

4) scambiare fra di loro i due membri dell’equazione;

5) elevare entrambi i membri alla stessa potenzanztire alle potenze pari!).

6)

Suggerimento:nella risoluzione di un'equazione complicata, pséere utilecrivere I'operazione
matematica effettuata durante i diversi passaggiessivi. Lo scopo & quello di riflettere in modo p
approfondito sull’operazione scelta e di evitapeéso) errori di calcolo.

Ricordiamo infine la legge dell'annullamento (sebe= 0 allora le soluzioni sono a =0 e b = 0)p8e
esempio € necessario risolvere un’equazione dzl I«ﬁ +X =6, procederemo cosi:

x2+x=6

X2 +x-6=0

x=-2)(x+3)=0

Le due soluzioni sono quindi: x =2, x = =3.

6.1 Equazioni intere

Le equazioni numeriche intere sono le equaziomedficienti numerici in cul'incognita non & presente
in alcun denominatore (il termine intero ¢ riferito all'incognita e na coefficienti, i quali possono essere
frazionari).

1 . . .
Per esempm:zx —3== e un’equazione intera.

gl

Normalmente si moltiplica tutta I'equazione pemilc.m., togliendo cosi i denominatori:

%X—3:% si moltiplica per il m.c.m. di 2 e 5, ossia 10
5x-30=2 si aggiunge 30
bx =32 si divide per 5
32
X=—
5
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6.2  Equazioni fratte

Un’equazione ¢ fratta $encognita compare in almeno un denominatore

Esempio: 22 4 1

XS =X x2—1 x2+x

Prima di risolvere un’equazione fratta, dobbiamtedainare lecondizioni di esistenzadelle frazioni
algebriche presenti, ossia i valori che I'incogmta potra assumere.

Poi si puo procedere alla risoluzione. La soluztoowata sara accettabile se rispetta le condizioni
esistenza.

Il procedimento di risoluzione puo essere riassmeianodo seguente:

»  prima di incominciare la risoluzione determinares¢eivere) le condizioni di esistenza;
e determinare il pit piccolo denominatore comune;

*  moltiplicare tutti i membri delle equazioni pediénominatore comune e semplificare;
e risolvere I'equazione;

«  verificare il risultato (consultare le condizioniabistenza).

Esempio: 22 4 1

X° =X x2—1 x2+x

L , . . . - 4 1
Riscriviamo I'equazione fattorizzando i denominater - =
X(x=1) (X+D(x-1D) x(x+1

Le due frazioni hanno significato solo seZ0, x+1#0 e x—-1#0.
Infatti le condizioni di esistenza SOMDE. : x # Oex #+1.

Risolviamo I'equazione:

2__ 4 = ! moltiplichiamo i due membri per il m.c.mx(x +1)(x —1) e otteniamo:
X(x-1D) (xX+DH(x-1) x(x+1
2(x+D)—-4x=(x-1 distributiva
2x+2-4x=x-1 si sommano i termini simili
-2x+2=x-1 si aggiungono 2x e 1
3=3x si divide per 3
x=1

E’ora necessario il controllo della soluzione:

poiché la soluzione x = 1 & incompatibile con ladirione di esistenza #1, la soluzione non pud essere
accettata, quindi I'equazione non ha soluzioni.
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Soluzioni

a) (2x+3)(6x-1)-9=15x% - (3x - 2)(x - 2)

b)

c)

12x2 +18x - 2x —3-9=15x? — (3x% = 2x —6x + 4)
12x% +18x — 2x —3-9=15x° —3x + 2x + 6x — 4

12x2 +16x -12=12x2 +8x -4

16x-12=8x -4
8x-12=-4

8x =8

x=1

1 _l_ 1
Xx(x-1) x x-1
1-x+1=x
2=2X

1=x

4 1 5x -6
+ -

X+2 X-2 x2-4
4x-2)+1Ux+2)=5x-6
5x =5x

B.18

Distributiva
Associativa
Togliere le parentesi

Sottrarre12x?
Sottrarre 8x
Sommare 12
Dividere per 8

Soluzione:
'equazione e determinata, x = 1

Condizioni di esistenza: C.E.:
Xxz0,x#1

Moltiplicare per il m.c.m. ossia:
X(x — 1)

Sommare x

Dividere per 2

x = 1 & una soluzione estranea (vedi
C.E)

Quindi si tratta di un’equazione
senza soluzione

Condizioni di esistenza: C.E.:
X #+2

Moltiplicare perx2 -4

Distributiva
Sottrarre 5x

Equazione indeterminata, ma vannp
esclusi i valori non accettabili
(vedi C.E.).

La soluzione e{x OR|x # +2}
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6.3 Equazioni letterali

Situazione introduttiva

Una piazza & composta da quattro triangoli, dncui si conoscono le dimensioni, ma
unicamente le lettere che rappresentano le baaiezkza. Sapendo che é possibile risalire ai
valori numerici di superficie e altezza, si desiddeterminare la formula che esprime la base b

(incognita) in funzione di & e h:
b A‘ b
b b

Le formule che descrivono fenomeni naturali, sogaazioni letterali nelle quali le lettere diventano
incognite a dipendenza dei dati conosciuti e sctintisPer esempio se I'area del trapezio é:

+
A :BTbEIh puo darsi che, conoscendo I'area A, I'altezzddlease maggiore B & necessario dover

calcolare la base minore b. In questo caso bisegper risolvere I'equazione letterale rispettdratbgnita
b. Si tratta quindi di risolvere un’equazione |site.

Le equazioni letterali contenenti un’incognita pwss essere risolte con i metodi esposti nel pafagra
precedente. In particolare queste tecniche pernetoisolare qualsiasi variabile contenuta nedierfule
che si incontrano nel calcolo professionale.

Esempio 1:

il volume di una sfera & dato dalla seguente equaziv :%D‘TDRS. Determinare I'equazione che esprime
il raggio della sfera in funzione del volume:
Vv :%D‘TDRS si moltiplica I'equazione peﬁ

%B/ =nR3  sidivide 'equazione pean

n—3’mw =R3 si applica la radice cubica ai due membri dell&zjane

3.3 ry =
n@w R

Esempio 2:

la superficie di un cilindro valeS= 2[R? [+ R 20t . Determinare h in funzione delle altre lettere:

S=2[R? G+ R 20O si sottrae:2 [R? [t » R

S-2R? =R 200 si divide per:R[2[n

S—ZIZRZDT_h h
2ROt
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Soluzione

In questo caso si tratta di risolvere un’equazietterale in funzione dell'incognita b:

Aot = 2[{bh)
AtOt bh
2
b Atot .
2
b= AtOt
2h
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7 Sistemi di equazioni

Situazione introduttiva

I biglietto di entrata di un cinema costa 15.{fr gli adulti, 10.- per i bambini e 12.- per gli
anziani. L'incasso della proiezioni pomeridiangatesdi 1780.- Fr. Sapendo che sono stati
venduti in totale 135 biglietti e che i bambini moda meta degli adulti, calcolare il numero di
adulti, bambini e anziani che hanno visto il film.

Nel caso in cui € necessario risolvere un problengapresenta pit di un’incognita, bisogna indiviguan
numero di equazioni pari al numero di incognitealtni termini si tratta di risolvere usistema di
equazioni Esso si presenta con una serie di equazioni iteoda una parentesi graffa. Risolvere un
sistema di equazioni significa determinare i Viadbtutte le incognite affinché esse soddisfino
simultaneamente tutte le equazioni.

Esempio:
6y +4x—-2=0
X _y+7
2 2

Dapprima si consiglia di riscrivere il sistemdotto a forma normale (semplificando le equazioni e
ordinando termini e valori numerici). Inoltre pussere utileyumerare tutte le equazioni:

2x+3y =1 1)
X-y=7 2

La risoluzione potra poi essere effettuata condmianetodi presentati nella pagina seguente.
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2x+3y=1 1)
X-y=7 2

Metodo della sostituzione

Metodo dell’addizione o della
sottrazione

Metodo del confronto

Il metodo consiste nell’estrarre da
un’equazione un’incognita e di
sostituire poi I'espressione
equivalente nell’altra equazione in
modo da ottenere un’equazione
contenente una sola incognita.

Il metodo consiste nelommare o
sottrarre, termine per termine, i
membri delle due equazioni in
modo da ottenere un’equazione
contenente una sola incognita.

Il metodo consiste nell’estrarre
dalle due equazioni la stessa
incognita e poiguagliare le due
espressioni in modo da ottenere
un’equazione contenente una solg
incognita.

|

Da una delle due equazioni si isol
un’incognita, per esempio:

da 1):
2x+3y =1
2x =1-3y

= 1-3y
2

a Dapprima si moltiplicano per tre
tutti i membri della seconda
equazione (in modo tale che
guando si sommeranno le due
equazioni la lettera y scompare):

3 2):

9x -3y =21

Da tutte e due le equazioni
isoliamo, per esempio, l'incognita
y:

da 1):
1-2x
3

2x+3y=1=> y=

da 2):
AX-y=7T= y=3x-7

Si sostituisce nella seconda
equazione quanto ottenuto dalla
prima equazione e si risolve

Ora si sommano le due equazioni
risolvendo rispetto all'incognita
rimasta:

A questo punto si uguagliano
(confronto) le due espressioni a
destra dell’incognita e si risolve:

1) in 2):

1-3
3 -y =1
3{1-3y)-2y=14
3-9y-2y=14
-1y =11
y=-1

1) +2):

2x+3y+9x—-3y=1+21
11 x=22
X=2

1) =2):
1_2X:3x—7
1-2x=9x-21
-1Ix =-22
X=2

Da una delle due equazioni si
calcola l'altra incognita:

Da una delle due equazioni si
calcola l'altra incognita:

Da una delle due equazioni si
calcola l'altra incognita:

da 1):

Lo 1730
2
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Soluzione

Il biglietto di entrata di un cinema costa 15.qfer gli adulti, 10.- Fr per i bambini e 12.- Fr per
gli anziani. L'incasso della proiezioni pomeridia@atato di 1780.- Fr. Sapendo che sono stat
venduti in totale 135 biglietti e che i bambini moda meta degli adulti, calcolare il numero di
adulti, bambini e anziani che hanno visto il film.

Siano: x = numero di adulti, y = numero di bambi numero di anziani.
Possiamo scrivere le seguenti equazioni:
X+y+z=135 (la somma degli spettatori corrispe al numero di biglietti venduti)

15x +10y +12z = 1780  (I'incasso totale risultal@@omma dei versamenti di ciascuna
categoria di spettatori)

y =E (il numero di bambini corrisponde alla meta dednewo di adulti)
Otteniamo quindi il seguente sistema di tre equazitdotto a forma normale:
X+y+z=135 1
15x +10y +122=1780 2)
x=-2y=0 3)

Dalla equazione 3) isoliamo la lettera x:
da 3)x =2y

Sostituiamo nelle altre due equazioni I'incognita x con 2y:

3)in1): 2y +y+z =135 che diventa3y +z =135
3) in 2): 15(2y) +10y +122 =1780 che diventa:40y + 122 =1780
semplificabile ancora per 40y + 3z =445

A questo punto otteniamo un sistema di due equazioni coimcognite:
3y+z=135 1
10y + 3z =445 2)

Utilizzando nuovamente il metodo della sostituzione, isoliamo zedgi#izione 1):
da1):z=135-3y

Sostituiamo nell’equazione 2) I'incognita z cbB5- 3y :
1) in 2):10y + 3035-3y) =445 che diventa: y = 40

Da 1):z=135-3(40=15
Da 3): x = 2[40=80

La soluzione del problema €& la seguente:

le persone che hanno visto il film sono 80 adulti, 40 bainebirb anziani.
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8 Risoluzione di problemi con le equazioni

Situazione introduttiva

Salgo una montagna a 6 km/h e scendo a 10 km/h. Qualetta velocita media ?
(Attenzione! Il risultato non é 8 km/h)

| problemi che si presentano in ambito professionale (o goali si & confrontati quotidianamente)
vengono solitamente espressi a parole piuttosto che mediabi@isnatematici. Sara quindi importante
saper tradurre un problema in espressioni matematichgecheetteranno di giungere ad una soluzione con
le regole viste nei paragrafi precedenti. Si trattera, in alb@eyalimatematizzareun problema.

Mettendo in relazione queste espressioni si giungera aquarsne: cio presuppone la capacita di saper
manipolare o semplificare i due membri dell’equazione eardjole del calcolo algebrico.

Come affrontare i problemi?

Non esistono regole particolari. A volte ci si pud aiutare doRzoni gia viste precedentemente (non
imparate comunque le procedure a memoria!). In altriszasi necessario tentare diversi approcci al
problema, studiandolo da diversi punti di vista. Magari idee possono rivelarsi utili. Sappiate che
I'approccio ai problemi € una competenza molto importateeeanche se non si giunge subito allo
schema risolutivo, questa attivita & un ottimo allenament@nilnque quasi sempre utile procedere nel
modo indicato qui sotto, considerando che, a dipendenzaatdema, alcuni punti, in certi casi potranno
essere magari poco importanti, mentre in altri casi sardew@sminanti, per giungere alla soluzione. Se
verra applicata la procedura seguente, un piccolo palagnesta direzione sara gia stato fatto.

Ecco alcuni consigli per risolvere i problemi:

1) Siinizialeggendo attentamente il problema finché non lo € compreso a fondo
Ci si pu0 aiutare, quando cio & possibile, conrap@resentazionedella situazione
(disegno, schema, ...). Si individimdomanda

2) Sielencano tutte le quantit@nosciuteindispensabili alla risoluzione del problema e si
definiscono lencognite.

3) A partire dai dati conosciuti e dalle incognite si scrivono delbezieni algebriche
(equazioni parzial).

4)  Siriassumono le relazioni algebriche individuate nel puntou®imnica equazioneche
contenga una sola incognita.

5) Sirisolve I'equazione rispetto all'incognita.

6) Sianalizza il risultato verificando che sia effettivamentesoluzionedell’equazione
(equazione determinata) e che corrisponda a quanto tixielsproblema.

Mostriamo nella pagina seguente due problemi risolti applicgodsti 6 punti:
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Esempio 1:

Un numero e piu piccolo di un altro di 15 unita. |l triplo deir numero sommato al doppio del secondo da
80. Determinare i due numeri.

1) Quali sono i due numeri?
2) m = primo numero, nh = secondo humero

3) m=n-15 1)
3n+2n=80 2)

4) Sostituiamo m nell'equazior con n—15
1)in2). 3(n-15+2n=80

5) 3n—-45+2n=280
5n =125
n=25m=25-15=10

6) verifica:
dail:m=n-15=25-15=10
da2): 3m+2n=3[10+ 2[25=80
Esempio 2:
Un chimico dispone di due soluzioni del medesimo acidowta concentrazione rispettivamente del 10% e
del 15%. Quanti ml di ciascuna delle due soluzioni devonoeegsescolate per ottenere 10 ml di soluzione

acida al 12%?

1) Quanti ml di ciascuna delle due soluzioni devono essere fagseo

[~~~

]
10% 15% 120 | 10MI

2) x = quantita (in ml) della prima soluzione, 10 — x = quaifiitanl) della seconda soluzione
3) 10% (x) = quantita di acido dalla prima soluzione,

15% (10 — x) = quantita di acido dalla seconda soluzione,

12% (10) = quantita di acido dalla soluzione finale

4)  10% (x) + 15% (10 — x) = 12% (10)

5) Risoluzione:

10 15 12
—(X)+— (L0-x) =— (10
100( ) 100(1 ) 100(1 )
10x +150-15x =120
-bx =120-150

-30
X=—
-5
X=6
6) La soluzione é: prima quantita = 6 ml, seconda quantlid ml — 6 ml =4 ml
Verifica:
10%(6) +15%(L0- 6) =12%(L0)
06+06=12
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Soluzione

N . . S ercorso
La velocita media si calcola nel modo seguem;ﬁédia=p— .

ttotale

Lo spazio percorso allandata € uguale allo spazio perebritorno: se chiamamela distanza
tra il punto di partenza e la cima della montagna, lo spazcorser vale &

Il tempo totale & la somma del tempo di andajee(il tempo di ritorno ¢ che sono diversi
(infatti le velocita di percorrenza sono diverse).

Il tempo totale vale quinditygige =1t1 + 1o

Sappiamo pero che il tempo di percorrenza, in generadcsila in questo modat=—
%

. . . . s s . s
Di conseguenza il tempo totale possiamo esprimerlo ¢t@glie=1; +to =—+—
Vi V2
L N . Spercorso sy
Esprimiamo ora la velocita media nel modo seguent&yyia = =
t s s
totale 242
Vi V2
e , . - . _ Spercorso_ x5 _ X _ 2
Semplificando I'espressione otteniamgyegdia = = = =
t S .S 1 1 1 1
totale = 4 = sl — +— i Sl
Vi Vo vi Vo) V1 V2

(la semplifcazione ds mostra che per calcolare la velocita media noec&ssario sapere quanto
vale la distanza tra la partenza e la cima dellatagna. In altre parole, in questo caso, la velocit
media € indipendente dallo spazio!)

Finalmente possiamo inserire i valori numerici keaiare la velocita media:

2 2
Vmedia—i-l_ 1 - T, 1 =75[km/h]

v V, 6[km/h] 10[km/h]

Con questo esempio si voleva dimostrare I'impordathzl ragionamento approfondito piuttosto
che una risposta affrettata causata, probabilméatana situazione apparentemente semplice.
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